Precyzja obliczen w SAS

Wstep

Dokument ten powstat, aby wyjasni¢ watpliwosci zwigzane z precyzjg obliczerh w SAS zgtaszane przez
naszych klientéw do wsparcia technicznego. SAS na systemach Windows, Unix i Linux przechowuje liczby
w formacie zmiennoprzecinkowym o podwadjnej precyzji (binary64), okreslonym w standardzie IEEE 754.
Mechanizmy opisane w tym dokumencie w wiekszosci nie sg specyficzne dla systemu SAS, ale zwigzane
ze sposobem w jakim dane sg przechowywane i przetwarzane na komputerach.

Pierwsza cze$¢ dokumentu do$é doktadnie opisuje sposdb reprezentacji liczb zmiennoprzecinkowych.
Uzytkownikdw nie zainteresowanych takim poziomem szczegétowosci zachecamy do zapoznania sie co
najmniej z rozdziatami Zrédta problemdw z precyzig obliczen i Jak sobie z tym radzic.

Niniejszy dokument i inne informacje zwigzane z tematem sg dostepne na naszej stronie
internetowej pod adresem http://www.sas.com/poland/services/. W przypadku dodatkowych pytan lub

watpliwosci prosimy o kontakt z naszym zespotem. JesteSmy do Panstwa dyspozycji od poniedziatku do
pigtku, od 8.30 do 16.30, telefonicznie — (22) 560 46 66, badz elektronicznie — support@spl.sas.com.

Prosimy o uwagi i spostrzezenia, ktére pomogg nam w przygotowaniu kolejnych wersji tego
dokumentu.

Zawsze stuzgc Panstwu pomocq,
Zespot Wsparcia Technicznego
Centrum Technologii SAS Polska
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Precyzja obliczen w SAS

System binarny

Wszyscy znamy system dziesietny, w ktédrym kolejne pozycje oznaczajg kolejne potegi liczby 10:
105 to 1*100 + 0*10 + 5.

W przypadku utamkoéw dochodzg jeszcze ujemne potegi 10:

105,25 =125 to 1*100 + 0*10 + 5 + 2* 1/10 + 5* 1/100

Analogicznie reprezentowane sg liczby w systemie binarnym (dwdéjkowym). Kolejne pozycje oznaczajg
potegi liczby 2 (1,2,4,8,...). Liczby zapisane w systemie binarnym i dziatania na nich bedziemy oznaczac (),
dla odrdéznienia ich od liczb w systemie dziesietnym

(1011); to 1*8+0*4+1*2+1*1 czyli 11 w systemie dziesietnym
(1011.101), to 1*8+0*4+1*2+*1*1+1*1/2 + 0*1/4 + 1*1/8 czyli 11,625 (11 i 5/8)

Reprezentacja liczb w SAS
SAS stosuje jeden typ numeryczny. Wszystkie liczby przechowywane sg w formacie
zmiennoprzecinkowym. Domyslng i maksymalng dtugoscig liczb jest 8 bajtéw czyli 64 bity. Doktadny
sposob reprezentacji liczby zalezy od systemu operacyjnego, jednak systemy Windows, Unix i Linux
zgodnie stosujg standard IEEE 754 (binary64). Czyli SAS na systemach Windows, Unix i Linux uzywa
formatu binary64 opisywanego przez standard IEEE 754 (inaczej: liczb zmiennoprzecinkowych o podwdéjne;j
precyzji, double-precision binary floating-point).

Format binary64

Liczby w formacie binary64 przechowywane sg na 8 bajtach czyli 64 bitach. Sa to liczby
zmiennoprzecinkowe, to znaczy wartos¢ liczby obliczana jest (poza wyjatkami opisanymi w dalszej czesci
dokumentu) ze wzoru:

x=S*M*2E, gdzie

Sto-1lub +1, w zaleznosci od znaku liczby

M — mantysa

E — wyktadnik

Znak, mantysa i wyktadnik reprezentowane sg oczywiscie binarnie.

Pojedyncze bity mozna podejrze¢ w SAS uzywajgc formatu binary64. . Zobaczmy jak reprezentowana
jest liczba 1,5 :

data null ;
x=1.5;

put x binary64.;
run;
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Wynik dziatania kodu to:
0011111111111000000000000000000000000000000000000000000000000000

Pierwszy bit oznacza znak liczby (0 oznacza plus, 1 oznacza minus), kolejnych 11 bitéw reprezentuje
wyktadnik a pozostate 52 bity mantyse.

001111111111 1000000000000000000000000000000000000000000000000000

Wyktadnik jest kodowany z nadmiarem (1111111111), (dziesietne 1023). Czyli trzeba od binarnej
liczby (01111111111), odjgé binarne (1111111111),, aby otrzymac rzeczywisty wyktadnik. W tym
przypadku rzeczywisty wyktadnik to po prostu 0.

Bity reprezentujgce mantyse to binarny utamek, do ktérego dodac trzeba jedynke, aby otrzymad
rzeczywistg mantyse. W naszym tym przypadku rzeczywista mantysa to

(1). + (0,1000000000000000000000000000000000000000000000000000); czyli (1,1),
(1,1*10°=1,1 * 1 =1,1), czyli w zapisie dziesietnym 1,5

(10°w powyzszej linii to zapis binarny czyli 2° w zapisie dziesietnym)

Dziesietna liczba 3,5 reprezentowana jest nastepujgco:

0 10000000000 1100000000000000000000000000000000000000000000000000
(1,11 * 1(010000000000-1111111111 = 7 97 * 10 = 11,1), czyli dziesietnie 3,5

(10w powyzszej linii to zapis binarny czyli 2! w zapisie dziesietnym)

Dziesietna liczba 4 reprezentowana jest nastepujaco:

0 10000000001 0000000000000000000000000000000000000000000000000000
(1,0 * 10 10000000001-1111111111 - 1 * 1010 = 100), czyli dziesietnie 4

(10w powyzszej linii to zapis binarny czyli 22 w zapisie dziesietnym)

Jesli przez ,,s” oznaczymy bit reprezentujacy znak, przez ,,e” bity reprezentujgcy wyktadnik a bity
reprezentujgce mantyse przez ms, my,..., msz to ogdélny wzér mozemy zapisac¢ nastepujaco:

x=S*M*2E= (=1)% % (1 + 2'25221%) * 7e—1023

Wyijatki:

e Liczba zero reprezentowana jest gdy bity wyktadnika i mantysy ustawione sg na same zera
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e  Gdy bity wyktadnika ustawione sg na zero a co najmniej jeden bit mantysy jest jedynka to
wartosé liczby wyliczamy ze wzoru
m; —
X=S*M*2E= (_1)5 * (0 + 2115312_11) * 2—1022
o Woyktadniki z wszystkimi bitami ustawionymi na jeden stuzg do reprezentacji nieskoficzonosci
(gdy bity mantysy sg zerowe) i roznych wartosci specjalnych.

Zrodta probleméw z precyzjg obliczen

Niedoktadno$¢ reprezentadji
Pierwszym zrdédtem jest niedoktadnosé binarnej reprezentacji utamkdéw. Znanym faktem jest, ze nie
kazdy utamek mozna przedstawié jako utamek dziesietny ze skoriczonym rozwinieciem. Na przyktad 1/3 to
0,333333333333...., zapisywane jako 0,(3). Skonczone reprezentacje dziesietne maja tylko te utamki,
ktorych jedynymi dzielnikami mianownika s3 iloczyny liczb 2, 5 i ich poteg.

Analogiczna sytuacja wystepuje dla liczb w systemie dwdjkowym, tylko ze w tym przypadku
skonczone reprezentacje dwdjkowe majg tylko utamki, ktérych jedynymi dzielnikami mianownika sg potegi
liczby 2. Czyli doktadng reprezentacje na komputerze maja tylko utamki 1/2, 1/4, 1/8, 1/16 .... 1/2*n i ich
sumy. Wszystkie pozostate utamki mogg by¢ zapisane tylko w pewnym skoficzonym przyblizeniu, ktérego
doktadnos¢ zalezy od liczby cyfr (bitdw) w ktérych zapisujemy te liczbe.

Nie mozemy wiec doktadnie zapisa¢ utamka 1/10, bo jego binarne rozwiniecie jest nieskoriczone:
0,0(0011). Nie jest wiec tak, ze przy odpowiednio duzej precyzji obliczen doktadnie reprezentowane sg
utamki do pewnej ilosci miejsc po przecinku. Niezaleznie od precyzji, utamek 1/10 nie moze by¢ doktadnie
reprezentowany przez komputer.

Arytmetyka liczb zmiennoprzecinkowych

Podstawowe prawa dotyczgce dziatan na liczbach to :

tacznosc dodawania: (x+y)+z=x+(y+z)

tacznosé mnozenia: (x*y)*z=x*(y*z)

Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania: a*(x+y)=a*x+a*y

Okazuje sie, ze w arytmetyce liczb zmiennoprzecinkowych nie zawsze zachodzg nawet takie
podstawowe prawa. Czyli wynik moze by¢ zalezny od kolejnosci obliczen. W szczegdlnosci: jesli sumowane
sg wszystkie liczby w kolumnie to suma moze zaleze¢ od posortowania zbioru. Doktadne wyjasnienie tego
zjawiska mozna znalez¢ na przykfad tutaj:
http://wazniak.mimuw.edu.pl/index.php?title=WDP_ Reprezentacja liczb

Dodatkowo sprawe komplikuje fakt, ze przetwarzanie moze odbywac sie w kilku watkach. Liczba
watkow, w ktérych wykonywane sg obliczenia moze zaleze¢ od wielu czynnikdw, na przyktad aktualnego
obcigzenia systemu. Oglgdajgc wyniki na poziomie pojedynczych bitéw mozna wiec odnie$é wrazenie, ze
dziatanie oprogramowania jest niedeterministycznie.
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Konwersja do formatu dziesietnego.

Piszac kod i ogladajgc dane uzywamy najczesciej formatu dziesietnego podczas gdy obliczenia
wykonywane sg na liczbach w formacie binarnym. Dlatego za kazdym razem dokonywana jest konwersja
miedzy formatem dziesietnym i binarnym. Czesto konieczne jest zaokraglanie wartosci. Reguty zaokraglen
uzywane przez formaty SAS mogg sie nieznacznie rézni¢ od regut stosowanych przy obliczeniach. Formaty
powstaty wczesniej niz aktualna wersja standardu IEEE 754, ktdra pochodzi z 2008 roku.

Przyktad: wykonanie ponizszego kodu:

data a;

x=282.90*12+17.10*12;

put x 30.20;

if x=3600 then put "rdéwne"; else put "nierdwne";

run;
da nastepujacy wynik:
1 data a;
2 x=282.90%12+17.10%12;
3 put x 30.20;
4 if x=3600 then put "réwne"; else put "nieréwne";
5 run;

3600.00000000000000000000
nieroéwne

Jak sobie z tym radzi¢
Nie ma jednego prostego i uniwersalnego sposobu na radzenie sobie z niedoktadnoscig obliczen.
Zagadnienie to stanowi samodzielng dyscypline matematyczng — analize numeryczng. Na pewno warto
przestrzegaé nastepujacych zasad:

e Przy wszelkich poréwnaniach liczb, np. przy wybieraniu wierszy na podstawie wartosci
numerycznej nalezy zaokraglac liczby do precyzji, ktéra w danym przypadku jest dla nas
istotna.

e Im mniej dziatan tym mniej btedéw. Kazde dziatanie na liczbach moze by¢ obarczone btedem.
| oczywiscie konsumuje zasoby. Dlatego w zapytaniu SQL lepiej uzy¢ select sum(x)*0.1 niz
select sum(x*0.1)

e Nalezy unika¢ odejmowania liczb bliskich sobie (zjawisko redukcji cyfr)

Przyktad uzycia zaokragglania przy poréwnywaniu liczb z uzyciem funkcji round

data a;

x=282.90*12+17.10*12;

put x 30.20;

if round(x,0.01)=3600 then put "rdéwne"; else put "nierdwne";
run;

7 data a;
8 x=282.90%12+17.10%12;
9 put x 30.20;
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10 if round(x,0.01)=3600 then put "réwne"; else put "nierdéwne";
11 run;

3600.00000000000000000000
réwne

Przy braku zaokraglenia do odpowiedniej precyzji na wynik moga wptynac rdznice na poziomie pojedynczego
bitu, ktdre z kolei mogg zaleze¢ od kolejnosci obliczen, posortowania danych a nawet liczby watkéw.

Polecane materiaty
Dokument ten nie wyczerpuje oczywiscie tematu. Polecamy takze dokumentacje SAS:

Numerical Accuracy in SAS Software

oraz inne artykuty o precyzji obliczerh w SAS’ie:

Dealing with Numeric Representation Error in SAS® Applications
Why .1 + .1 Might Not Equal .2 and Other Pitfalls of Floating-Point Arithmetic
Precision in SAS numbers

Warto tez zapoznad sie z artykutem firmy Microsoft dotyczacg analogicznych problemdéw w programie Excel:

http://support.microsoft.com/kb/78113

Dla dociekliwych polecamy tez wyktady na stronie wazniak.mimuw.edu.pl:

Reprezentacja liczb

Arytmetyka zmiennoprzecinkowa
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