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要旨：

本発表では，欠測のあるデータの解析方法の一つである多重補完
(MI)について，推測の概要を示すとともに，シミュレーション・データ
の解析を行い，補完回数と検出力の関係について示す．

キーワード：多重補完，MI，補完回数，パターン混合モデル，PMM
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発表構成

• 多重補完（Multiple Imputation：MI）

– 基本的な理論

• シミュレーション

– うつ病データ

– 慢性疼痛データ

• おわりに
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多重補完（Multiple Imputation：MI）
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多重補完（Multiple Imputation：MI）
• Rubin（1978,1987）によって提案された方法

• 欠測メカニズムがMARであれば，MARに基づくMIの解析(主解析)は妥当

• 複数回の補完を行うことで，欠測値の補完に対して不確実性を考慮

• MIにおける解析モデルと補完モデルが尤度ベースのモデルと同じならば，
MIの結果は尤度ベースの結果と類似．（Mallinckrodt，2013）

• MIが有用な状況（Dmitrienko et al, 2005）：

• 共変量の欠測を補完

• PMM（MNAR）の枠組みでも適用可能

• 非単調な欠測を補完

5

補完モデル：欠測値を補完するための統計モデル

解析モデル：多重補完された完全データを用いて解析するための
統計モデル



SASによるMIの実行

• 単調又は非単調な欠測パターンを想定

• Proc MIにおける補完方法 (Yuan, 2011)   
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SAS/STAT 9.2，SAS/STAT 9.22，SAS/STAT 9.3



MIの補完モデルにおける単調回帰の概略

• ある時点 における欠測データ を補完するため，
観測データ を用いて事後予測分布を構築

• 事後予測分布を構築する為の回帰モデル

• 回帰パラメータの推定値

• 共分散行列
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MIにおける単調回帰の概略
1. パラメータの事後分布から下記をサンプリング

2. 欠測データ を以下の式で生成される値で補完

3. 1，2 をM回（補完回数）繰り返す．
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分散 ：

回帰係数 ：

はコレスキー分解 により得られる上三角行列

は観測されている のデータ数

は 個の互いに独立な標準正規確率変数のベクトル

： 標準正規分布からサンプリング

： 被験者を表す識別変数
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MIの概略（Rubin, 1987）
• 関心のある 次元のパラメータ・ベクトル

• 補完ごとに を推定 → 回目の補完の推定値

• M個（補完回数）の完全データセットから推定されるパラメータ

• このとき， は以下の分布に従う．
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個々のパラメータには，漸近正規性を仮定

平均補完内分散

補完間分散
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MIの概略（Rubin, 1987）

• の漸近正規性から，以下の検定統計量を構成できる．

• Li et al. (1991)によるF分布に基づく推測を利用
– に対するF検定

• 漸近理論に基づく推測は
標本サイズと補完回数 に依存する．
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p値は，

http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/[
/hat{/bm{/theta}}^*
/]
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/[
/hat{/bm{/theta}}^*
/]
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/[
M
/]
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/[
M
/]


シミュレーション
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補完回数に関する諸種の議論

• Rubin(1978, 1987, 1996)

– 推定効率の観点で，3～5回でも十分としている．

• Graham et al. (2007)

– 10～30%の欠測で，検出力の低下を1％未満に
したい場合は，20回以上の補完を推奨．

• Siddiqui(2011)

– 40%以下の欠測割合で，補完回数を10回としたシミュレーションを実施

• Royston & White (2011)

– MCMCによる補完を行う場合は，100～1000回の補完が必要．

• White et al. (2011)

– 100×欠測割合の補完回数を推奨．ただしデータ解析では，100回／
500回を利用している．
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：補完回数

：欠測割合（0~1）
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これまでの検討

• うつ病データ（土居ら，2014）
– 補完モデル ： 投与群ごとの単調回帰モデル

– 補完回数 ： 5回

– 解析方法 ： 共分散分析

– 結果 ： MAR，MNARともに，MMRMとほとんど同じ結果

• 慢性疼痛データ（横山ら，2015）
– 補完モデル ： 投与群ごとの単調回帰モデル

– 補完回数 ： 100回

– 解析方法 ： 共分散分析

– 結果 ： MCAR+MAR，MCAR+MNARともに，MMRMより4～5％
検出力が劣る結果
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シミュレーション

• 解析方法
– 補完モデル

• 群ごとの単調回帰モデル（REG）

• 説明変数は，ベースライン値と各時点のベースライン値からの変化量

– 解析モデル

• 時点4を応答，投与群を説明変数，ベースライン値を共変量としたANCOVA

• 他の共変量はなし

– 補完回数

• 5，10，20，50，100，200，500，1000，1500の9水準

• 評価項目
– 時点4の群間差に対する検出力，推定値，標準誤差，推定効率
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補完回数を増やした場合のMIの推測性能の評価を行う



シミュレーション結果（うつ病データ，検出力）
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MAR MNAR

検
出
力

補完回数 補完回数

MMRMの検出力
90.40

MMRMの検出力
90.53



シミュレーション結果（うつ病データ，推定値）
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MAR MNAR

推
定
値

補完回数 補完回数

MMRM MMRM



シミュレーション結果（うつ病データ，標準誤差）
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MAR MNAR

標
準
誤
差

補完回数 補完回数

MMRM MMRM

※各シミュレーションで計算されるSEのボックスプロット



シミュレーション結果（うつ病データ，標準誤差2）

• MAR

• MNAR

18

MI：補完回数 MMRM

5 10 20 50 100 200 500 1000 1500

SEの平均値 0.930 0.927 0.923 0.922 0.921 0.920 0.920 0.920 0.920 0.914

SEの中央値 0.921 0.923 0.921 0.920 0.920 0.919 0.919 0.919 0.918 0.913

推定値のSD 0.917 0.912 0.906 0.905 0.904 0.904 0.904 0.904 0.904 0.908

MI：補完回数 MMRM

5 10 20 50 100 200 500 1000 1500

SEの平均値 0.917 0.914 0.909 0.908 0.908 0.908 0.907 0.907 0.907 0.903

SEの中央値 0.909 0.911 0.909 0.908 0.908 0.907 0.907 0.907 0.907 0.902

推定値のSD 0.904 0.898 0.894 0.893 0.893 0.892 0.892 0.892 0.892 0.897



シミュレーション結果（慢性疼痛データ，検出力）
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MCAR＋MAR MCAR＋MNAR

検
出
力

補完回数 補完回数

MMRMの検出力
81.99 MMRMの検出力

79.37



シミュレーション結果（慢性疼痛データ，推定値）

20

MCAR＋MAR MCAR＋MNAR

推
定
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補完回数 補完回数

MMRM MMRM



シミュレーション結果（慢性疼痛データ，標準誤差）
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MCAR＋MAR MCAR＋MNAR

標
準
誤
差

補完回数 補完回数

MMRM MMRM

※各シミュレーションで計算されるSEのボックスプロット



シミュレーション結果（慢性疼痛データ，標準誤差2）

• MCAR＋MAR

• MCAR＋MNAR
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MI：補完回数 MMRM

5 10 20 50 100 200 500 1000 1500

SEの平均値 0.385 0.377 0.375 0.373 0.372 0.371 0.371 0.371 0.371 0.350

SEの中央値 0.373 0.371 0.372 0.371 0.370 0.369 0.370 0.370 0.370 0.349

推定値のSD 0.375 0.365 0.362 0.360 0.359 0.358 0.358 0.358 0.358 0.353

MI：補完回数 MMRM

5 10 20 50 100 200 500 1000 1500

SEの平均値 0.377 0.370 0.368 0.365 0.365 0.364 0.364 0.364 0.364 0.345

SEの中央値 0.365 0.364 0.365 0.363 0.363 0.363 0.363 0.362 0.362 0.344

推定値のSD 0.367 0.362 0.358 0.355 0.354 0.353 0.353 0.353 0.353 0.349



推定効率の検討

• Rubin(1987)による漸近推定効率

– 補完回数が増えると，推定値のバラつき（分散）がどうなるかを表す．

– 推定効率の観点では，補完回数は 程度で十分？
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：補完回数 ：欠測割合（0~1）

欠測データの割合

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

1 91 77 67 59 53

3 97 91 86 81 77

5 99 94 91 88 85

10 99 97 95 93 92

∞ 100 100 100 100 100

補完回数と欠測割合の組み合わせにおける漸近推定効率×100（Siddiqui, 2011）
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シミュレーション1結果（うつ病データ，推定効率）

• 補完回数1500回を∞と見做して，推定値のSDに基づき推定効率を計算した．

• Rubinの推定効率の算出に用いる欠測割合は，時点4での群平均 0.15 を利
用した． 24

推
定
効
率

推
定
効
率

MAR MNAR

補完回数 補完回数

Rubin

シミュレーション

Rubin

シミュレーション

補完回数1500回のMIに
対するMMRMの推定効率は
推定値のSD：0.990

SEの平均値：1.027

補完回数1500回のMIに
対するMMRMの推定効率は
推定値のSD：0.988

SEの平均値：1.009



シミュレーション1結果（慢性疼痛データ，推定効率）
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推
定
効
率

推
定
効
率

MCAR＋MAR MCAR＋MNAR

補完回数 補完回数

Rubin

シミュレーション

Rubin

シミュレーション

補完回数1500回のMIに
対するMMRMの推定効率は
推定値のSD：1.029

SEの平均値：1.124

• 補完回数1500回を∞と見做して，推定値のSDに基づき推定効率を計算した．

• Rubinの推定効率の算出に用いる欠測割合は，時点4での群平均 0.41 を利
用した．

補完回数1500回のMIに
対するMMRMの推定効率は
推定値のSD：1.024

SEの平均値：1.113



結果のまとめ
• 補完回数と推定効率

– シミュレーションの計算値は，Rubin(1987)の計算式にほぼ合致した．

– 推定効率の観点では，補完回数は10回程度で十分かもしれない．

• 補完回数と検出力
– 少ない補完回数では，検出力が低下が示唆された．

• うつ病データ（MAR）では，90.34（100回）に対して89.02（5回）

• 慢性疼痛データ（MCAR＋MAR）では，77.94（100回）に対して67.74（5回）

– いずれのシミュレーション・データでも，補完回数の増加に伴って検出力
が増加した（SEの平均値が小さくなった）．

– ただし，補完回数が100回を超えると，検出力が頭打ちするように見え
た．

– SEの分布も，補完回数100回のあたりからほぼ同様と考えられた．

26



おわりに
• 欠測メカニズムがMARならば，MIは妥当な推測を与えることが知られている

– 検討した範囲では，慢性疼痛データ（MCAR＋MNAR）に対して若干のバイアス
が認められたものの，MNARでも大きな問題はなさそうであった．

• 補完回数が十分であれば，MMRMと同様の結果を与える．
・・・はずだが，今回の検討の結果，データによってMMRMより保守的となる
場面があることが示唆された．

– 補完回数を増やせば，ある程度は検出力が増加した．

– しかし，慢性疼痛データでは，MMRMには追いつかなかった．

• SEを過大推定している可能性がある．

– MMRMの結果に比べて，αエラーも名義水準から若干離れて小さい値

– MIの保守的な結果を示した論文もある（Kim, 2004; Kim et al., 2006; Siddiqui, 

2011）．
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